
3. 課 程 
 
單元 1： 向量 
 
特定目標： 

1. 學習向量的性質和它們在 R2 及 R 3
的基本特性。 

2. 熟習向量在 R 2 及 R 3
的基本運算。 

3. 學習向量對一純變量的微分與積分。 

4. 應用向量方法處理 R 2 及 R 3
力系的分解及約化問題。 

5. 應用向量方法處理 R 2
的運動問題。 
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1.1 

 
基本知識 
向量的定義、記法、大小和方

向，等向量、平行向量和單位向

量 

 
1 

 
 中五物理科或許已經處理過向量的基本概念，學生應能憑直覺分辨向量為具有大小值及

方向的物理量。教師應強調向量與純量的區別，並可採用一些例子來澄清這些概念。學生應

能將物理量分類為向量 ( 如位移、速度、加速度、力、街量等 ) 及純量 ( 如溫度、能量、
體積、質量等 ) 。在這階段，教師應強調向量是隨它的大小或方向的變動而改變。 ( 如物
體的勻速圓周運動便是方向改變導致向量改變的一個例子。 ) 
 學生須熟識以有向錢段表示向量的方法。 

 
 

向量的記法 ( 如 AB、AB、 a 、a) 及向量大小的記法 ( 如| AB |、|AB|、| a |、|a|) 亦須予
以介紹。 
 學生亦須掌握自由向量 ( 如風速 ) 及錢向量 ( 如力 ) 的概念。 
 利用簡單圖形，教師可引導學生了解等向畫、平行向量和單位向量的重要性質。同時，

教師亦應提醒學生等向量和平行向量的分別：前者兩向量的方向及大小均相等，而
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後者兩向量的方向可能相反兼且大小並不一定相等。至於單位向量，由於其大小等於一單

位，所以它通常是用來表示向量方向的。由此， aaa ˆ||= ，其中 是向量â a 的單位向量。
 

15 
1.2 向量加法  

(a) 三角形定律及平行四邊形
定律 

3  三角形定律 

 
 教師應提醒學生向量 a 的終點必須與向量 b 的始點重

||  |||| ACBCAB ≠+ 。但對於共綫點 A、B及 C而言，雖然

上述的三角形定律依然成立，且 ||  |||| BCAB =+ AC  ( 見下
 

 
 

或 

 

 

疊，並指出在一般情況下，

三角形 ABC 已退化為一綫段，

圖 )。  
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平行四邊形定律 

 
 利用上圖，教師可一再提醒學生向量 a 和 b 的始點必須重疊。三角形定律和平行四邊形
定律的等價關係亦值得討論。 

 在以上兩種情說中，學生應知道 c就是 a 和 b 的合向量。 
 學生應注意到三角形定律較適用於求自由向量的和，但當需要考慮向量的作用力綫時，

則可以採用平行四邊形定律。實際上，上圖中 AD 就是 AB和 AC 的合向量的作用力綫。  
 
例一 
自由向量的和 

 
 
 
 

AFEFDECDBCAB =++++  
 

   
 
 
 
 
 

  

 內容  時間  
分配  教學建議  

    
例二 
滑動向量的和 

 
PRcba =++  

上例顯示三個共面向量 a 、 b 和 c的加法，其中 aAD = 、 bAB = 、 baAC += 而 AC 是

和a b 的合向量的作用力綫。同樣地， baPS += 、 c=PQ 、 cbaPR ++= 而 PR 是 a 、

和b c的合向量的作用力綫。 
 (b) 向量加法的性質  教師可以簡易的向量圖來說明這些性質。 
  (i) 交換律  交換律 
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    abba +=+  
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或 
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  (ii) 結合律   結合律 
 

   
)(

)(   
cba
cba

++=
++  
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1.3 零向量、負向量及向量減法 2  學生必須注意大小值為零的任意向量就是零向量，並以符號 表之。教師亦須強調0 0與
0 的分別，前者為向量而後者為純量。學生應理解到零向量是沒有確定的方向的。在這階段，
學生應不難推論得以下的關係： 

   0==++ AACABCAB  及  

   aa =+ 0  其中 a 為任意向量。  

 學生可憑直覺得知向量與其負向量的大小相等而方向相反。利用這概念，向量差 ba − 可

視為向量 a 與向量的負向量 b 之和，即 )( ba −+ 。相對速度便是向量差的一個實際應用例子。

例 
在一列以速度 1v  kmh−1

向北行走的火車上，一人正在觀察一以速度  kmh2v −1
向東行走的汽

車。汽車相對於火車的速度， 21v  kmh−1
，是汽車的速度減火車的速度如圖示。 

 
 在此階段，無須詳細討論相對運動，可將它留至 3.4節。 
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1.4 純量乘法及其性質   教師可再以簡易的向量國來說明純量乘法的意義及有關定律。以下列舉兩個例子。 
 (a)  結合律  1. 純量乘法 
   )()( aa βα=αβ  

 
 

 
 (b)  分配律  2. 純量乘法的分配定律 
   baba α+α=+α )(

  aaa β+α=β+α )(
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    明瞭純量乘法的概念後，學生不難推論得以下結果： 

 若 ba α= 且 ， 0≠α

 則 a  與 b  相平行。 

 當 α = 0時， 0=a 。 
 

已知
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1.5 向量分量 2  教師可利用下國介紹向量在 R2 的分解。 
 (a) 向量分解  

 
 上例中， r 在沿 a 、 b 的方向被分解為分量 a3 和 。這方法可進一步推廣至： b4

    r ba β+α= ，其中 a 和 b 為 R2
的非共綫向量， 

  及  cbar γ+β+α= 其中 a 、 b 和 c為 R3
的非共面向量，且α、β及 γ 

          為純量。 
 (b) 單位向量 i 、 j 和 k  ( 亦可

寫作 i 、 和  ) 與向量在
直角坐標系的分解 

ˆ ĵ k̂

  分別以 i 、 j 和 k 表示沿正 x-、y- 和 z- 軸方向的單位向量。在 R2
或 R3

中的任意向

量 r 均可以分解為 kcjbiar ++= 。 

學生必須熟習以下用 i 、 j 和 k 表示出的向量性質： 

   222 | cbakcjbia ++=++| ； 
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   kcjbiakcjbia )()()()( λ+λ+λ=++λ 。 
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 (c) 方向比與方向餘弦   教師必須提醒學生，若 21 rr α= 或 a1 : b1 : c1 = a2 : b2 : c2，則兩向量 kcjbiar 1111 ++=

和 kcjbiar 2222 ++=

iar

互相平行。教師可利用數值例題來達到這目的。由此，教師可引導學

生自行發現向量 kcjb ++=

r
的方向 ( 相對於坐標軸 ) 是全取決於比 a : b : c 的值，

而該比稱為向量 的方向比。在下圖，角 α、β、γ 決定了 相對於坐標軸的方向，而 cos α、
cos β 和 cos γ 就是向量

r
r 的方向餘弦。 
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 21     教師可用下面的長方體模型來闡明方向餘弦的概念。 

 
 學生應自行推導出下列關係： 

    1coscoscos 222 =γ+β+α

   kji
r
r  cos cos cos

||
γ+β+α=  
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1.6 位置向量和直綫的向量方程 2  設 O 為直角坐標系的原點，P 為空間的任意點，學生必須懂得以位置向量OP 表示 P
點的位置。他們亦須注意若 P 為綫段 AB 上一點，且 AP : PB = λ : µ，則 
 

  
µ+λ
µ+λ

=
OAOBOP  

 
 教師應引導學生認識到當已知直綫上一點的位置和直綫的方向，則該直綫必可完全被推

定。基於此，學生可從下圖得出直綫的向量方程為 bar λ+= ，其中 λ 為純量。 
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 至此，教師應強調向量 a 和 b 的意義 ( 前者確定直綫上 P 點的位置，而後者確定直綫

的方向 )。了解以上概念後，學生將不難明白兩直綫 及111 bar λ+= 222 bar λ+=  

l 互相平行，若 1b 平行於 2b ； 

2 互相垂直，若 1b 垂直於 2b ； 

及若存在 λ’、 µ’ 使 2211 '' baba µ+=λ+ ，則兩綫相交且兩綫之夾角等於向量 b1和 2b 之夾
角。 
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1.7 純量積 
(a) 定義 

2  當介紹純量積時，教師應清楚指出稱此積為純量只因以此方法所定義的積為純量。學生

亦須知道純量積的別稱是點積，因此 ba ⋅ 又可讀作「 點 」。 a b
 (b) 純量積的性質   學生必須熟習下列有關純量積的交換律和分配律： 

a b b a⋅ = ⋅  
( )a b c a b a c⋅ + = ⋅ + ⋅  

前者可由定義直接証明而後者可以下圖說明： 
 

 
 
 

 (c) 笛卡兒分量的純量積   學生應不難自行驗証下列結果： 
1i i j j k k⋅ = ⋅ = ⋅ =  

0i j j k k i⋅ = ⋅ = ⋅ =  
其後，學生亦可証明兩向量的純量積等於它們對應的分量積之和，即 
       1 2 1 2 1 2a b x x y y z z⋅ = + +  

     其中  1 1 1a x i y j z k= + +  及  2 2 2b x i y j z k= + +
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 (d) 正交性   至此，教師可提問學生當兩向量正交時它們的純量積的變化，學生應不難給予以下的答

案： 
0a b⋅ =  

1 2 1 2 1 2 0x x y y z z+ + =  
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    教師應給予學生有關純量積的應用例子。例如，平面幾何定理「三角形之頂垂綫共點」

及「三角形之垂直平分綫共點」均可用純量積証明。 

 
1.8 向量積 

(a) 定  義
  × = θ ˆ| || | sina b a b n

2  介紹此定義時，教師必須強調向量積的方向性，使學生能辨別向量積與 1.7 節所提及的

純量積之差異。向量積又名叉積，而 a b× 可讀作「 叉 」。教師必須詳細解釋用來決定

向量積方向 ( 即定義中單位向量 的方向 ) 的右手法則，下圖對此有一定的幫助。 
a b

n̂
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    教師可介紹一些向量積的簡單應用例子，藉此引起學生的興趣。例如： 
1 . 三角形面積 

 內容  時間  
分配  教學

   2. 平行四邊形面積 

  
(b) 向量積的性質 

  
 性質：學生必須認識下列  
    a b b a× = − ×  
    a b( )c a b a c× + = × + ×  
但教師可因應學生程度省略上述兩式的嚴格証

 
 (c) 笛卡兒分量的向量積   學生應不難明白下列關係式： 

  a b 1 2 2 1 2 1 1 2( ) (y z y z i x z x z× = − + −

其中  1 1 1a x i y j z k= + +  及 2b x i y= +

  1 1 1
1 1 1

2 2 2
2 2 2

i j k
y z x z

x y z i
y z x z

x y z
= −

其中 
a b

ad bc
c d

= − 。上述行列式祇作簡
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 (d) 垂直向量與平行向量   教師可引導學生演繹下面結果： 
|   1. 若 | | | | |a b a b× = × ，則

   2. 若 | |a b 0× = ，則 a平行於
 
 
 

   

 
 

 

 

 

 

 
∆ABC 的面積
 

建議  

(分配律
明。

1) (j x+

2 2j z+

1

2
j +

化用途

a垂直

b。

 

平行四邊形 ABCD 的面積
 

) 
 

2 2 1y x y k− )  

k 。向量積的行列式記法如下 

1 1

2 2

x y
k

x y
 

，教師可因應學生程度作取捨。 

於 ；  b
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1.9 三重積 2 
 (a) 純量三重積  

 教師可利用平行六面體的體積 (即 sinbc hθ ) 引進純量三重積 ( )a a b⋅ ×  (或簡作

a b c⋅ × ) 的概念，但學生須注意平行六面體的體積實為 | |。 a b c⋅ ×

 
 利用同樣方法，我們可以証明 b c a⋅ × 和 c a b⋅ × 的值與 的值相等。再利用純量

積的交換律，學生應不難理解

a b c⋅ ×

a b bc a c⋅ × = × ⋅ 。 
  

    學生應知道三向量共面的條件是 0a b c⋅ × = 。若學生曾學習行列式，下面公式亦可予以

介紹： 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

a b c
a b c a b c

a b c
⋅ × =  
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 (b) 向量三重積   教師必須強調在向量式 ( )ca b× × 中，指弧內的向量積必須先行予以處理。証明 

   ( ) ( ) ( )a b c a c b a b c× × = ⋅ − ⋅  

及   ( ) ( ) ( )a b c a c b b c a× × = ⋅ − ⋅ 時，教師可選擇適當的笛卡兒坐標系 (必要時將
坐標軸旋轉)，使 
 

      1a a i= , 

   1 2b b i b j= + , 

   1 2 3c c i c j c k= + +  
 利用上列各式，學生不難察覺： 

   ( ) ( )a b c a b c× × ≠ × × . 
1.10 向量函數、微分法及積分法 2  學生應熟悉了 ( )r t 、 v( )θ 等記號，其中 r 和 v 分別是純變量 t和 θ 的向量函數。 
 (a) 純變量向量函數    
 (b) 向量函數對純變量的微分法   學生必須掌握向量函 ，即 數的分量式的微分法

當   ( ) ( ) ( ) ( )r t f t i g t j h t k= + + 時， 

則   d ( ) ( ) ( ) ( )
d

r t f t i g t j h t k
t
  ′ ′ ′= + +   

 
   學生亦須熟習純量倍數、純量積和向量積的微分法，即 

   [ ]d d
d d

aa a
t t

λ
λ = + λ

d
dt

 

   [ ]d d
d d

a ba b b a
t t

⋅ = +
d
dt

 

   [ ]d daa b b a
dt dt dt

× = × + ×
db  

 
 (c) 向量函數對純變量的積分法   教師應強調向量函數的積分法是微分法的逆運算。這樣，學生會較易掌握如下的積分法：

   ( ) d ( ) d  ( ) d  ( ) d  r t t f t t i g t t j h t t k c= + + +∫ ∫ ∫ ∫  

其中   ( ) ( ) ( ) ( )r t f t i g t j h t k= + + 而 c  為一常向量。 
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1.11 極坐標向量 2  教師應引進向量在極坐標系的沿徑及橫截分量的知識，並明確解釋沿徑及橫截單位向

量， 及ˆre êθ的定義及以笛卡兒形式表之如下： 
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   當  及 ˆre êθ是時間 t 的向量函數時，可將上式對 t 微分而達至以下結果： 

     
ˆd d ˆ

d d
re e
t t θ

θ
=  

     
ˆd d ˆ

d d r
e

e
t t
θ θ
=  

以極坐標表示的位置向量，速度向量和加速度向量可留待 3.5 節作詳細討論。但在此階段，
教師可與學生討論使用極坐標和笛卡兒坐標解問題的分別。以下是一個例子： 
 
例 
已知一質點在一平面土移動，其極坐標為(r, θ)。當時間為 t 時， 而 ω 為一常數。該

質點的軌跡是由極方程

tθ = ω

r aeθ= 表示，其中 a為一常數。 
 

 1.12 向量的應用 6  學生應能發展處理有關向量和其應用的問題的技巧。學生需要處理以力表為向量的問

題。 
  (a) 力表為向量   他們應學習如何在一力系中求合力，他們亦須重溫在 1.2 節所提及的向量加法。作用於

R3
中一點及一直綫之力距概念亦須予以介紹。 
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  F 作用於點 O 之力距    F 作用於直綫 AB之力距 

  r F= ×        ( )ˆ ˆr F a a= × ⋅  
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、

從考慮一 R3 的共面力系作用於一點或一直綫的總力距，學生應能確定這力系的合力於

R3
裏的作用力綫。以下是兩個例子： 

 
例一 
(a, b, 0)、(0, b, c) 及 (a, 0, c) 分別是一三角形之頂點 A B及 C的笛卡兒坐標。現沿著三
角形之邊設力，其大小及方向相等於 BC、 AC 、及 3 BA  。 
 
在這例子中，教師可先引導學生將力寫成向量形式，隨後學生應可利用簡單的向量加法找出

其合力。最後，由比較各力作用於原點的總力距及其合力作用於原點的力距，學生應可導出

合力的作用力綫。 
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例二 
兩力 1F i j k= − + − 及 2 2 3F i= + j 分別作用於位置向量為 及1r i j k= + + 2 2r i j k= − − +  的

兩點。求令這力系平衡的力 3F 及其作用力綫的向量方程。  
 
 有關力和力距的複雜問題可留待單元 2 討論。 
 

 (b) R2
運動學   應介紹一些能讓學生透過向量的處理方法探討兩物體的相對運動的問題。教師亦須確定

學生具備足夠的常識，以便他們能在實際處境中以向量表位移、速度及加速度。此外，運動

學的問題亦可涉及角位移、角速度及角加速度。學生亦應採用 1.10 節所學的知識 (即向量
函數對純變量的微分法及積分法) 去解決問題。但深入的研究可留至單元 3。 
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