
單元 16：數值積分 

特定目標： 

1. 學習梯形法則及森遜法則。  

2. 應用梯形告則及森遜法則於數值積分及估計其誤差。 

內容  
時間  
分配  教學建議  

16.1 數值積分 1  數值積分的重要性可以從應用數學問題經常涉及導數而體會得到，而這些問題的解答

亦很自然地涉及積分。學生應了解到大部分積分是不能以初等函數表示的，因此有必要估

計積分值。例如很難用解析方法，求積分 sin  dx x
x∫  及 。 

2
 dxe x−∫

 學生應知道多項式的逼近拉格朗日插值多項式方法是梯形法則及森遜法則這兩條積

分公式的基礎。其主要觀念是若 ( )p x  是 ( )  逼近函數，則 f x ( ) d ( ) d
b b

a a
p x x f x x≈∫ ∫ 。105 16.2 梯形法則 

(a) 梯形法則的推導 
6  一個引起學生學習梯形法則動機的方法是求諸這方法的幾何性質，即以一系列的梯形

去逼近問題內的面積。利用一個己知的定積分如 
2

2

1
 dx x∫  可清楚說明若用足夠數目的梯

形，梯形法則可以計算得很好及給出很高的準確性。學生應很容易推導出用 n 個梯形對

定積分 ( ) d
b

a
f x x∫  的梯形法則是 
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其中 0x a= , nx b=  及 b aw
n
−

= 。 

另外，梯形法則也可在每一區間中以綫性插值法推導出來。例如在子區間 [x0, x1] 中 
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 將所有子區間的面積加起來，學生就能得出如上的梯形法則公式。 
 (b) 誤差的估計   學生應留意以梯形法則求一已知函數的積分的準確性。教師可引導學生用以下的方法

推導最大的誤差。 

 考慮梯形法則積分的第 i 個介乎 xi−1 及 xi 的梯形，兩點的距離為 b aw
n
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=
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 。假

設 F(x) 是 f(x) 的原函數，教師可要求學生給出積分 (
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。 定 義 這 個 梯 形 的 誤 差 是
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wE f x f x F x F x−= + − − 1−       。應用泰勒展開式在  xi 展開  1( if x )−  和

1( )iF x − ，學生應可發現 
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wE f ′′ i≈ ε ，把所有的子區間的誤差加起來，可得 

 最大總誤差 = 
2

( )
12T
wE b a= − M ，其中 max ( )M f ′′= ε  而 ε 在積分範圍內。 
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 (c) 梯形法則的應用   教師應該強調梯形法別的應用。常見例子如面積、可變力的作功及質點以給定速度運

行的距離，皆可向學生加以說明。以下是一些可行的例子。 
例一 
在下表中列出的是一條曲綫上的一些點。 (t 是進行時間，v 是速度)。教師可要求學生計 算
t = 0 至 t = 4.0 所行的距離。 
  
 
 
 

v

 

t (h) 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5 4.0

 (kmh-1) 23 20 15 11 12.5 15 18 20 22
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   例二 

利用梯形法則及四個等距的縱坐標估計 
1

0
dxe x∫  的值。答案準確至三位有效數字。 

 
例三 
計算 ln 2 準確至小數後四個位需要多大的區間?  
 
例四 

利用梯形法則計算積分 
2

2
1

1 d
1

x
x+∫  準確至 0.001 並與真值核對答案。 

16.3 森遜法則 
(a) 森遜法則的推導 

6  教師可用二次拉格朗日插值多項式推導森遜法則，唯應強調其幾何意義。學生應發覺

用一系列的拋物綫段逼近函數 ( )y f x=  一般來說比用直綫更能緊密配合。 

 
教師可引領學生利用 2n 條條子推導森遜法則 
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其中 0x a= ， nx b=  及 b aw
n
−

= 。 

 教師應提醒學生應用森遜法則時的子區間必定是雙數，但梯形法則沒有限制的。 
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 (b) 誤差的估計   與梯形法則相似，森遜法則的截斷誤差亦可用泰勒展開式導出，而誤差的假設就如以

往一樣。在教師的輔導下導出最大誤差項 

拋物綫 
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   4
( )

180T
wE b a M= −  其中

2
b a

n
w −
=  及 (4)max ( )M f= ε  而 ε 在積分範圍內，對學生來

說雖然比較繁複，但亦不太困難。 
 

 (c) 森遜法則的應用   基本上，應用問題的類形與梯形法則的相似。在這裏要強調的不單在應用技巧本身，

並應比較兩公式的準確程度。下面是兩個例子。 
 
例一 

利用森遜法則計算積分 6

0
ln(cos ) dx x

π

∫ 。計算最少的條數數目使誤差少於 10−6 。 

 
例二 

利用梯形法則及森遜法計算積分值 
2

2
1

1 d
1

x
x+∫  並與真正結果比較其準確性。 
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